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Resumen
En el presente trabajo, se construye la existencia de Soluciones Uniformemente Acotadas de un Modelo Matema´ti-
co SI con dina´mica vital, con crecimiento logı´stico para los Susceptibles, desarrollado mediante las Ecuaciones
Diferenciales con Retardo, y se estudiara´ el comportamiento de las soluciones (ana´lisis cualitativo) para el Punto
Libre de Infeccio´n donde se determinara´ las condiciones necesarias para su estabilidad asinto´tica; y ma´s au´n, la
Solucio´n Uniformemente Acotada del Modelo tiende al estado estacionario del Punto Libre de Infeccio´n. Adema´s,
se simulara´ computacionalmente (soluciones aproximadas) con poblaciones iniciales y tasas epidemiolo´gicas del
modelo. La simulacio´n complementara´ el ana´lisis cualitativo (comportamiento de soluciones) para concluir ten-
dencias de comportamientos de la transmisio´n de la enfermedad en el tiempo.
Palabras clave. Epidemiologı´a Matema´tica. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Ecuaciones Diferenciales con Retardo.
Puntos Estacionarios. Estabilidad Local. Estabilidad Absoluta.
Abstract
In the present work, the existence of Uniformly Bound Solutions of a SI Mathematical Model with vital dynamics,
with logistic growth for the Susceptibles, developed by Delay Differential Equations is constructed, and the behav-
ior of the solutions will be studied (qualitative analysis) for the Infection-Free Point where the necessary conditions
for its asymptotic stability will be determined; and furthermore, that the Uniformly Bounded Solution of the Model
tends to the steady state of the Infection-Free Point. In addition, it will be simulated computationally (approximate
solutions) with initial populations and epidemiological rates of the model. The simulation will complement the
qualitative analysis (behavior of solutions) to conclude trends of behaviors of the transmission of the disease over
time.
Keywords: Mathematical Epidemiology. Ordinary Differential Equations. Delay Differential Equations. Stationary Points.
Local stability. Absolute Estability.
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1. Introduccio´n. Se ha realizara´ una perturbacio´n al Modelo de W. O. Kermack y A. G. McKendrick (1927)
donde intera´ctuan las poblaciones epidemiolo´gicas considerando una probabilidad de contagio como se ve en [13].
Actualmente, se han desarrollado diferentes modelos para describir y combatir la problema´tica que puede afrontar
la sociedad, donde la descripcio´n de un modelo matema´tico puede brindar luces para una adecuada intervencio´n
epidemiolo´gica. Este modelo estaba descrito mediante las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO). Pero co-
mo muchas de las enfermedade infecciosas poseen un periodo de incubacio´n (periodo latente), por lo cual las
Ecuaciones Diferenciales con Retardo (EDR) modelan mejor este tipo de problemas epidemiolo´gicos. Este punto
es importante para la Direccio´n General de Epidemiologı´a debido que el periodo de incubacio´n es el punto que
genera el umbral de contagio en una poblacio´n. [3, 4, 5, 13, 19].
El modelo considera una reproduccio´n en la poblacio´n de los Susceptibles del tipo logı´stico (capacidad de
carga), a diferencia de un ingreso por parte una poblacio´n No Susceptible (poblacio´n sexualmente no activa), como
se estudia en [19], lo cual denominamos Dina´mica Vital. Del mismo modo, la salida de la poblacio´n susceptible
mediante la tasa de mortalidad natural, y a la vez tambie´n, se considera la salida de la poblacio´n de los infectados
mediante la tasa de mortalidad tanto por la enfermedad como la natural. Tambie´n se considera la tasa de contagio
que sufren los susceptibles por los infectados por lo cual se ve la disminucio´n de la poblacio´n susceptible, esta
interaccio´n causa que la cantidad de susceptibles pasa a la poblacio´n de los infectados donde no existe una posible
recuperacio´n total de los infectados (solamente un control del avance de la enfermedad), por lo cual se denomina
un Modelo Matema´tico SI (Susceptibles-Infectados). [2, 15, 16, 19, 22]..
2. Modelo matema´tico SI con Dina´mica Vital. Sean S, I ∈ C1, es decir, S, I : R+0 → R+0 son diferencia-
bles en todo el dominio R+0 . Un gran detalle con respecto a la condicio´n inicial estara´ definida de una manera dife-
rente para la funcio´n I(0) = Io(t) : [−τ, 0] −→ [0,∞+), y S(0) = So. Donde los para´metros w, σ, µ, α, β ∈]0, 1[
y el coeficiente del retardo τ > 0.[6, 7, 15, 19, 21].
Consideraremos las Variables (Poblaciones epidemiolo´gicas) y los para´metros (tasas epidemiolo´gicas), con lo
cual podremos formular el Modelo matema´tico SI con Dina´mica Vital, y adema´s estara´n definidas con su respectivo
valor que se utilizara´ en la Seccio´n 3, correspondiente a la Simulacio´n Computacional. Adema´s, se considerara´ una
poblacio´n ma´xima N (sin interaccio´n de Infectados) donde se construira´ la interaccio´n con los Infectados, y ası´






)− wβS · I − µS
I ′ = wβS(t− τ) · I(t− τ)− (α+ µ)I
S(0) = So(t), I(0) = Io(t) : [−τ, 0] −→ [0,∞+〉
0 < w, σ, β, α, µ < 1
0 < N
Considerando el Teorema de la Positividad de Soluciones y su respectiva Observacio´n que se presenta en
el capı´tulo 3 del libro de Hal Smith [21], se podra´ garantizar la positividad de las soluciones para el sistema (??)
que representa nuestro modelo matema´tico. [19].




)− wβS · I − µS
F2 = wβS(t− τ) · I(t− τ)− (α+ µ)I
como i, t, x = (S, I) ∈ R2+, y = (S(t− τ), I(t− τ)) ∈ R2+
• S = 0 : F1(t, 0, I, y) = 0
• I = 0 : F2(t, S, 0, y) = wβ · y ≥ 0
Luego, la condicio´n inicial So(t); Io(t) satisface So(t); Io(t) ≥ 0, luego la Solucio´n correspondiente del
sistema (2.1) satisface So(t); Io(t) ≥ 0 para todo t ≥ s donde esta´ definido el sistema.
2.1. Solucio´n Uniformemente Acotada del Modelo. Ahora se formulara´ el Teorema 1 donde nos ayudara´
a demostrar que el Modelo (2.1) alcanza una solucio´n uniformemente acotada, de manera especı´fica en un estado
estacionario asociado al sistema.
TEOREMA 1. Existe M > 0 tal que para alguna solucio´n (S(t), I(t)) del sistema (2.1) con una condicio´n
inicial positiva, [7, 19]




t−→+∞ supS(t); l´ımt−→+∞ sup I(t);
}
≤M



























donde la consante de integracio´n: C = (σ−µ)N−σSoσSo
Luego, todas las soluciones de S(t) tienden a (σ−µ)Nσ cuando t −→ +∞.





De la segunda ecuacio´n del sistema (2.1):
I ′ = βS(t− τ)I(t− τ)− (α+ µ)I





− d < 0 donde : d = α+ µ









σ , luego ∃T1 > 0 tal que, S(t) < (σ−µ)Nσ + ε ∀t > T1 − τ
Este T1 dependera´ de alguna solucio´n particular (i.e. condicio´n inicial), pero l´ım
t−→+∞ sup I(t) no dependera´
de T1. Para t > T1, tenemos lo siguiente:







Las soluciones positivas con las condiciones iniciales positivas esta´n definidas debajo de la solucio´n de segun-





(2.5) I ′ = A · I(t− τ)− dI
Ahora definiremos lo siguiente: wβ (σ−µ)Nσ + ε < d
LEMA 1. Si |aˆ| < bˆ, entonces todas las Soluciones de z′(t) =
hata · z(t− τ)− bˆ · z(t) tiende a cero cuando t −→ +∞. (Ver prueba en [7, 19, 22])
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Por el Lema 1, se puede ver que las soluciones de: Z ′(t) = A · Z(t − τ) − d · Z(t) tienden a cero cuando
t −→ +∞. Luego, diremos que I(t) esta´ acotada por Z(t), adema´s l´ım
t−→∞+ sup I(t) = 0
Ahora consideraremos el caso: wβ (σ−µ)Nσ ≥ d
Como l´ım
t−→+∞ supS(t) = wβ
(σ−µ)N






∀t ≥ T2. Luego,





· I(t− τ)− d · I(t)
ahora vemos la desigualdad, I ′(t) ≥ −d · I(t)
Luego, es fa´cil ver la conclusio´n que t2 > t1 : I(t2) ≥ I(t1) · ed(t2−t1)
En particular, sea t2 = t > τ, t1 = t− τ . Luego, obtenemos: I(t− r) ≥ I(t)edr






· edr − d
)
· I(t)
Luego, sea Φ = 2wβ (σ−µ)Nσ · edr − d
I ′(t) ≤ Φ · I(t)
Ahora, para t2 > t1, se tendrı´a: I(t2) < I(t1) · ed(t2−t1)
luego,







Supongamos que existe T3 > 0 tal que, wβSI > σS
(
1− SN
















− µS ≤ −µS
Se obtiene,
S′(t) ≤ −µS
luego, S(t) = C · e−µt converge uniformemente a cero cuando t −→ +∞.
Ası´, para algu´n zo > 0, existe T4 > r tal que S(t) < zo ∀t > T2 + T3 + T4.
En particular, consideraremos el caso de zo satisfaga
wβ · zo < d · e−dr < d
luego, en la ecuacio´n (2.5):
(2.8) I ′(t) ≤ A · I(t− τ)− d · I(t) con A < d para t > T2 + T3 + T4
esto implicarı´a que I(t) convergerı´a a cero cuando t −→ +∞. (=⇒⇐=)
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De aquı´, concluimos que para algu´n nu´mero t, I(t) no esta´ acotada, luego ∃m > 0, tal que S(t) > m





















σ , luego l´ımt−→∞+ supS(t) ≤M
Del mismo modo para l´ım
t−→∞+ sup I(t) ≤
wβ
m · eΛ(T3+T4)





, deben existir tiempos suficientemente largos t2, t1 > 0 tal que
satisfaga lo siguiente:
1. I(t1) = wβm
2. I(t2) = wβm · eΛ(T3+T4)
3. I ′(t2) > 0
Escogemos el caso: t1 > T2, donde T2 depende de una solucio´n particular. Ahora lo aplicamos a la ecuacio´n
(2.7):
(2.9) t2 − t1 ≥ 1
Λ




= T3 + T4
luego, t1 + T3 + T4 ≤ t2. Pero, t > T2 + T3 + T4, luego I ′(t) < 0.
Para algunos valores de t :
I ′(t) < wβzo · I(t− τ)− d · I(t) < d · e−dτ · I(t− τ)− d · I(t)
I ′(t) < d · e−dτ · e−dτ · I(t)− d · I(t) < d · I(t)− d · I(t) = 0
Lo cual implicarı´a, I ′(t) < 0 (=⇒⇐=)
Por consiguiente, l´ım
t−→∞+ sup I(t) < M.









Prueba: Como wβ (σ−µ)Nσ − d < 0, l´ımt−→∞+ sup I(t) = 0. Donde: d = α+ µ
Dada la positividad de las soluciones, esto equivale a considerar l´ım





Entonces, para ε > 0,∃T > 0, tal que para t ≥ T, S(t) < σNµ .+ ε. Es posible que T se incremente, lo cual
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Por lo cual, se concluye que S(t) esta´ decreciendo.












































)− µS) > wβ (σS (1− SN )+ ε), se concluirı´a S′(t) > 0.
Por lo cual, S(t) esta´ creciendo para t > T .
Por consiguiente, t > T, S(t) no cruza a (σ−µ)Nσ , y es mono´tona. Ma´s au´n, la u´nica posibilidad existente:
S(t) tiende a (σ−µ)Nσ , cuando t −→ +∞.
2.2. Ana´lisis Cualitativo. Realizaremos el ana´lisis cualitativo del Modelo Matema´tico SI (2.1) que nos per-
mite saber como es su comportamiento a trave´s del tiempo. Por lo cual se determinara´ sus puntos crı´ticos en el
estado estacionario del modelo. [19].
2.2.1. Puntos de Equilibrio. Los puntos de equilibrio lo hallaremos igualando a cero cada ecuaciones del






)− wβS · I − µS = 0
wβ · S(t− τ) · I(t− τ)− (α+ µ)I = 0
De la ecuacio´n (2.10) se obtiene tres puntos de equilibrio para el sistema (2.1).
(2.11)













De estos tres puntos crı´ticos expresados en (2.11) del sistema (2.1), nos enfocaremos en el ana´lisis en el punto
libre de infeccio´n (x2). Debido que en el Teorema 1 con el Corolario 1 se demostro´ que el sistema (2.1) poseı´a una
solucio´n uniformemente acotada que tendı´a a un largo plazo a este punto crı´tico (libre de infeccio´n). Este punto
crı´tico (x2) se debe garantizar que sea no negativo, debido que representa a las poblaciones epidemiolo´gicas (Sus-
ceptibles e Infectados). Por consiguiente, este punto libre de infeccio´n debe cumplir la condicio´n de positividad:
σ − µ > 0. [15, 19, 21].
Por lo cual, procederemos a hallar la matriz Jacobiana con respecto a las variables sin Retardo (J(S, I)), y
una matriz Jacobiana con respecto a las variables con Retardo (Jτ (S, I)). [7, 15, 19, 21].
La Matriz Jacobiana sin Retardo serı´a el siguiente:
(2.12) J(S, I) =
[
σ − 2σN S − wβI − µ −wβS
0 −(α+ µ)
]
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La Matriz Jacobiana con Retardo serı´a el siguiente:
(2.13) Jτ (S, I) =
[
0 0
wβI(t− τ) wβS(t− τ)
]
Vemos que el determinante de Jτ es nula, (|Jτ | = 0), esta consideracio´n sera´ importante para el uso del
Teorema de Estabilidad Local dentro del ana´lisis cualitativo. [19, 21].
Teniendo las matrices Jacobianas, formaremos el polinomio caracterı´stico para el Punto Libre de Infeccio´n
que tiene la forma: p(λ) = det(λ · Id− J − e−λ·τ · Jτ ). [19, 21].
Luego, el polinomio caracterı´stico para el Punto Libre de Infeccio´n (x2).
(2.14) px2(λ) =
(













ası´, se puede deducir:













Por consiguiente se obtiene los dos autovalores del polinomio caracterı´stico, primero de la ecuacio´n (2.15),
luego veremos el segundo autovalor que se obtiene de la ecuacio´n (2.16) que se estudiara´ mediante un teorema de
[21]:
λ1 = −(σ − µ) < 0
Ahora, el siguiente autovalor deberı´a ser negativo (R) o tener parte real negativa (C), para poder concluir que
es estable el punto libre de infeccio´n, x2 = (
(σ−µ)N
σ , 0). Por lo cual, enunciaremos el Teorema 2 para garantizar
la estabilidad asinto´tica del punto crı´tico. Este teorema estara´ enfocado para el segundo autovalor expresado en la
ecuacio´n (2.16) del polinomio caracterı´stico. [19, 21].
TEOREMA 2. Si wβ(σ−µ)Nσ − (α + µ) < 0, el sistema (2.1) es asinto´ticamente estable en el Punto Libre de
Infeccio´n. [7, 19, 21].
Tenemos el segundo te´rmino del polinomio caracterı´stico (2.16):






Da´ndole forma a los te´rminos de (2.16), tendrı´amos:
A = −(α+ µ)
B = wβ(σ−µ)Nσ
Satisfaciendo las condiciones del Teorema de Estabilidad [21], estableceremos las restricciones para obtener
la estabilidad del Punto Libre de Infeccio´n.
1. Condicio´n: A+B < 0
wβ(σ−µ)N
σ − (α+ µ) < 0
wβ(σ−µ)N
σ < (α+ µ)
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2. Condicio´n: B ≥ A
−(α+ µ) ≤ wβ(σ − µ)N
σ
Por consiguiente, podemos concluir sobre el punto libre de infeccio´n, x2 = (
(σ−µ)N
σ , 0), es un punto de
equilibrio asinto´ticamente estable para el sistema (2.1). De aquı´, se ha demostrado que el Modelo Matema´tico
SI con Dina´mica Vital (crecimiento logı´stico) posee Soluciones Uniformemente Acotadas bajo el Teorema 1, y
ma´s au´n, que por el Corolario 1 tiende al Punto Estacionario Libre de Infeccio´n, inclusive que el Modelo es
asinto´ticamente estable en el Punto Libre de Infeccio´n por el Teorema 2.
Finalmente, se puede enunciar un Teorema 3, que incluya las hipo´tesis del Corolario 1 (que se basa en el
Teorema 1), y del Teorema 2 para obtener una solucio´n uniformemente acotada y la estabilidad asinto´tica en el
punto libre de infeccio´n. Como se observa solo es necesario una condicio´n para el Corolario 1 y el Teorema 2. Esta









N < 1, entonces el sistema (2.1) posee una solucio´n uniformemente acotada
que tiende al punto Libre de Infeccio´n, y adema´s que es asinto´ticamente estable en este punto de equilibrio. (Ver
prueba en Teorema 1, Corolario 1 y Teorema 2).
3. Simulacio´n Computacional. Dentro del Modelamiento Matema´tico orientado a la Epidemiologı´a, se rea-
liza el Ana´lisis Cualitativo (seccio´n 2) que se complementa con el Ana´lisis Nume´rico. Esto nos ayuda a visualizar
que el ana´lisis matema´tico con las Simulaciones Computacionales se complementan mutuamente para mostrar la
Estabilidad del Modelo matema´tico (2.1), donde se puede considerar interpretaciones epidemiolo´gicas consideran-
do un corto plazo, mediano plazo y largo plazo. [2, 4, 10, 12, 15, 19].
Para mostrar que el Modelo es Asinto´ticamente Estable, y que la Solucio´n Uniformemente Acotada tiende al
Punto de Libre de Infeccio´n del Estado Estacionario del Sistema (2.1), se utilizara´ los valores de la siguiente Tabla,
con lo cual, se podra´ contrastar la condicio´n del Teorema 3 con la simulacio´n computacional que se realizara´ con
el software MATLAB (donde la discretizacio´n del tiempo es por tiempo discreto). Tambie´n se pudo realizar las
simulaciones con el software PowerDEVS (donde la discretizacio´n del tiempo es por evento discreto), donde se
obtienen resultados similares (margen de error:  = 10−6). [14, 15, 19].
Variable Descripcio´n Valor
S Cantidad de Individuos Susceptibles 3.0 (Miles)
I Cantidad de Individuos Infectados 0.2 (Miles)
Para´metros Descripcio´n Valor
N Cantidad Ma´xima Susceptible (sin interaccio´n de Infectados) 10 (miles)
σ Tasa de Reproduccio´n de los Susceptibles 0.04
β
Tasa de Contagio de un Susceptible por un Infectado
por Unidad de Tiempo 0.15
µ Tasa de Mortalidad Natural por Unidad de Tiempo 0.03
α Tasa de Mortalidad por la Enfermedad por Unidad de Tiempo 0.02
w Coeficiente de Proteccio´n Efectiva 0.60
τ Coeficiente de Retardo 5
De aquı´, se podra´ realizar la simulacio´n computacional del modelo (2.1) con los valores de la tabla, y deducir
interpretaciones epidemiolo´gicas de la dina´mica de la enfermedad infecciosa (VIH/SIDA). Se determinara´ un tiem-
po de simulacio´n de 2000 semanas, para conocer el comportamiento de las poblaciones, su respectiva evolucio´n
cuando interactu´an entre sı´. De aquı´, se realizara´ su interpretacio´n epidemiolo´gica respectiva. [9, 11, 19].
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Como se puede observar el gra´fico de la simulacio´n, la poblacio´n Susceptible decrece ra´pidamente por mien-
tras que la poblacio´n de Infectados crece ra´pidamente de nuestro sistema (2.1). Este comportamiento se puede
observar en un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias como se estudia en [19], la diferencia entre un
sistema EDO con uno de Retardo (EDR), son las oscilaciones que presenta la simulacio´n en el tiempo. Este detalle
ayuda mucho en la previsio´n de futuros brotes epide´micos en el mediano plazo y largo plazo, por mientras que en
el corto plazo el comportamiento es similar a un sistema EDO. En el tiempo, ambas poblaciones van oscilando, con
el observacio´n que la poblacio´n de Infectados es mucho menor que la de Susceptibles, y en el tiempo sus umbrales
de contagio van descendiendo. [15, 19, 20, 21].
En la segunda gra´fica, se realizo´ la simulacio´n con los mismos valores que la primera gra´fica, solamente que
se considero un tiempo de 6000 semanas, para poder analizar que sucede en un mayor tiempo de simulacio´n para
el sistema (2.1). De aquı´, se observa que las oscilaciones ma´s disminuyendo hasta el punto que va convergiendo a
un estado estacionario de ambas poblaciones epidemiolo´gicas. La ventaja significativa de modelar el problema del
VIH/SIDA con las ecuaciones diferenciales con retardo, es la generacio´n de oscilaciones (brotes epidemiolo´gicos)
con lo cual, se puede preveer situaciones de consideracio´n para una adecuada intervencio´n por parte de las insti-
tuciones del Ministerio de Salud. Por lo cual, se puede ver las diferencias significativas del modelamiento con las
ecuaciones diferenciales con retardo (periodo de incubacio´n para poder contagiar la enfermedad) a comparacio´n de
las ecuaciones diferenciales ordinarias (pasar por un periodo de incubacio´n para poder contagiar la enfermedad).
[1, 9, 11, 16, 18, 19, 21].
En el largo plazo de la simulacio´n, el modelo no llega un estado libre de infeccio´n. Esto ocurre debido que
en las Ecuaciones Diferenciales con Retardo existen oscilaciones en el tiempo que luego se estabilizan pero no
converge a la poblacio´n nula de los Infectados, sino en una poblacio´n mı´nima; este hecho es importante en la
Epidemiolo´gia de las ETS porque no se busca la extincio´n de los infectados presente, sino un control mediante
retrovirales para que sigan con una vida normal en la sociedad y manteniendo una conducta sexual monitoriada
para no generar ma´s brotes. [3, 4, 10, 11, 16, 19].
Pino, N. et al.- Selecciones Matema´ticas. 06(01): 66-76 (2019) 75
4. Conclusiones. El modelo matema´tico SI que se ha estudiado en la seccio´n 2, donde se ha considerado las
ecuaciones diferenciales con retardo (2.1) donde se ha realizado la estabilidad del sistema en el estado estacionario
Libre de Infeccio´n. Adema´s que con las simulaciones computacionales nos permiten analizar el comportamiento
de las poblaciones en el tiempo donde el enfoque es mantener un nivel bajo de infectados. La impotancia del
ana´lisis cualitativo que se complementa con la simulacio´n nume´rica, ayuda a comprender la sensibilidad de los
para´metros que indica los teoremas de estabilidad, para que obtener la situacio´n epidemiolo´gica ma´s adecuada.
[4, 7, 15, 19, 20, 21].
Por lo cual, podemos obtener las siguientes conclusiones.
1. El modelo matema´tico SI con dina´mica vital mediante las Ecuaciones Diferenciales con Retardo (EDR)
permite analizar la interaccio´n entre las poblaciones de Susceptibles e Infectados considerando el periodo
de incubacio´n que posee la enfermedad del VIH/SIDA, por lo cual el estado libre de infeccio´n debe
situarse en la evolucio´n de la enfermedad.
2. La consideracio´n del crecimiento logı´stico para dina´mica vital del modelo (2.1), permite una reproduc-
cio´n con un lı´mite ma´ximo poblacional, adema´s que desde su nacimiento son susceptibles a contraer la
enfermedad (vı´a sexual), lo cual son consideradas por las instituciones de Salud (DGE).
3. La importancia de encontrar una solucio´n uniformemente acotada del sistema (2.1), ma´s au´n que esta
solucio´n tienda al punto libre de infeccio´n, mediante los Teoremas 1 y 2, y el corolario 1 permiten garan-
tizar la estabilidad asinto´tica en el estado estacionario libre de infeccio´n, siendo el estudio principal de
esta investigacio´n, y se resume u´nicamente en el Teorema 3.
4. La simulacio´n computacional del modelo matema´tico (2.1) genera oscilaciones en el tiempo, con lo cual,
se acerca de una manera ma´s cercana a la dina´mica de las enfermedades infecciosas (rebrotes epide´micos).
Donde siempre la consideracio´n de adecuadas intervenciones permiten disminuir los umbrales de contagio
de Infectados a Susceptibles.
5. El modelo matema´tico (2.1) en Ecuaciones Diferenciales con Retardo permite obtener una mejor aproxi-
macio´n de la realidad sobre una enfermedad infecciosa que posee un periodo de incubacio´n (VIH/SIDA),
por lo que permite analizar oscilaciones en las soluciones (rebrotes epide´micos), y en el largo plazo tien-
den a estabilizarse.
Referencias
[1] Aavani, P. Ordinary and Delay Differential Equation Models of Viral Infection With Application to HIV and Hepatitis C Virus. Mathe-
matics and Statistics, Texas Tech University (2012). Recuperado de https://ttu-ir.tdl.org/handle/2346/46950r
[2] Barrios G.J., Marrero S. A., Baguer D.-R. M., De Arazoza R. H. Estimacio´n de para´metros en modelos epidemiolo´gicos deVIH/SIDA.
Revista de Matema´tica: Teorı´a y aplicaciones (2010), p.p. 143 - 158. CIMPA - UCR ISSN: 1409-2433. Recuperado de https:
//revistas.ucr.ac.cr/index.php/matematica/article/download/2125/2088
[3] Direccio´n General de Epidemiologı´a. Boletı´n de VIH/SIDA 2017. Ministerio de Salud. (2017). Recuperado de http://www.dge.
gob.pe/portal/index.php?option=com_content&view=article&id=633
[4] Direccio´n General de Epidemiologı´a. Documento Te´cnico: Situacio´n de Salud de los Adolescentes y Jovenes en el Peru´. Ministerio de
Salud (2017). Recuperado de http://bvs.minsa.gob.pe/local/MINSA/4143.pdf
[5] Direccio´n General de Epidemiologı´a. Encuesta Demogra´fica y de Salud Familiar 2017. Ministerio de Salud (2017). Recu-
perado de https://www.inei.gob.pe/media/MenuRecursivo/publicaciones_digitales/Est/Lib1525/
pdf/cap011.pdf
[6] Driver R,, D. Ordinary and Delay Differential Equations. Springer-Verlag New York (1977). ISBN 978-1-4684-9467-9. Recuperado de
https://www.springer.com/la/book/9780387902319
[7] Erwin F., J. Delay Differential Equation Model in Mathematical Biology. Diss. The University of Michigan (2005). Recuperado de
http://www.math.utah.edu/˜forde/research/JFthesis.pdf
[8] Gourley. S. A., Yang, K. A Stage Structured Predator-Prey Model and its dependence on Maturation Delay and Death Rate. J. Math.
Biol. (2004). p.p. 49:188-200.
[9] Instituto Nacional de Estadı´stica e Informa´tica. Peru´: Crecimiento y Distribucio´n de la poblacio´n,2017. Censos Nacionales 2017:
XII de Poblacio´n y VII de Vivienda (2018). Recuperado de https://www.inei.gob.pe/media/MenuRecursivo/
publicaciones_digitales/Est/Lib1530/libro.pdf
[10] Instituto Nacional de Estadı´stica e Informa´tica. Peru´: Estimaciones y Proyecciones de Poblacio´n, 1950-2050. Direccio´n Te´cnica
de Demografı´a e Indicadores Sociales (2001). Recuperado de https://www.inei.gob.pe/media/MenuRecursivo/
publicaciones_digitales/Est/Lib0466/Libro.pdf
[11] Instituto Nacional de Estadı´stica e Informa´tica. Peru´: Estimaciones y Proyecciones de Poblacio´n Total, por an˜os calendario y edades
simples, 1950-2050, 1950-2050. Direccio´n Te´cnica de Demografı´a e Indicadores Sociales (2009). Recuperado de https://
www.inei.gob.pe/media/principales_indicadores/libro_1.pdf
[12] Instituto Nacional de Estadı´stica e Informa´tica. Peru´: Estimaciones y Proyecciones de Poblacio´n por sexo, segu´n departamento, provincia
y distrito, 2000-2015. Direccio´n Te´cnica de Demografı´a e Indicadores Sociales (2009). Recuperado de https://proyectos.
inei.gob.pe/web/biblioineipub/bancopub/Est/Lib0842/libro.pdf
[13] Kermack, K.O., McKendrick, A.G. A contribution to the Mathematical theory of Epidemics. Proceedings of the Royal Society of London
Series A (1927) 115: p.p. 700-721.
[14] Kofman, E., Junco, S. Quantized-state systems: a DEVS Approach for continuous system simulation. Transactions of The Society for
Modeling and Simulation International (2001) vol. 18, num 3. p.p. 123-132. Revisado: https://www.fceia.unr.edu.ar/
˜kofman/files/qss.pdf
76 Pino, N. et al.- Selecciones Matema´ticas. 06(01): 66-76 (2019)
[15] Lo´pez, R. Structured SI Epidemic Models with Applications to HIV Epidemic. Diss. Arizona State University (2006). pp. 27-45. Recu-
perado de https://math.la.asu.edu/˜kuang/paper/Roxana.pdf
[16] ONUSIDA. Monitoreo Global del Sida 2017 (Indicadores para el seguimiento de la Declaracio´n Polı´tica de las Naciones Unidas sobre el
VIH y el sida de 2016). ONUSIDA (2016). Recuperado de http://www.unaids.org/sites/default/files/media_
asset/2017-Global-AIDS-Monitoring_es.pdf
[17] Diekmann, O. J. Heesterbeek, A. P., Roberts, M. G. The construction of next-generation matrices for compartmental epidemic models. J.
R. Soc. Interface (2010) vol. 7, p.p. 873–885. Recuperado de http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?
doi=10.1.1.898.6948&rep=rep1&type=pdf
[18] Pino, N. Modelo Matema´tico de la Dina´mica de transmisio´n Sexual del VIH/SIDA en una Poblacio´n Heterosexual Activa en el Peru´.
Facultad de Ciencias Matema´ticas, Escuela de Posgrado, UNMSM (2013). Recuperado de http://cybertesis.unmsm.
edu.pe/xmlui/bitstream/handle/cybertesis/6375/Pino_rn.pdf?sequence=1&isAllowed=y
[19] Pino, N. Ana´lisis y Simulacio´n Nume´rica de un Modelo Matema´tico SI con Retardo Discreto para las Enfermedades de Transmi-
sio´n Sexual. Facultad de Ciencias Matema´ticas, Escuela de Posgrado, UNMSM (2017). Recuperado de http://cybertesis.
unmsm.edu.pe/xmlui/handle/cybertesis/7/browse?value=Pino+Romero%2C+Neisser&type=author
[20] Pino, N., Lo´pez, R. Teoremas de Estabilidad en un Modelo Matema´tico SI con Dina´mica Vital Estructurado por Sexo para el Estado Libre
de Infeccio´n desarrollado mediante las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y las Ecuaciones Diferenciales con Retardo aplicado
a la Salud Pu´blica del Peru´. Selecciones Matema´ticas (2017) vol. 4, no 02, p. 202-210. Recuperado de http://revistas.
unitru.edu.pe/index.php/SSMM/article/view/1625
[21] Smith, H. An introduction to delay differential equations with applications to the life sciences. Springer Science & Business Media
(2011). ISBN 978-1-4419-7646-8. Recuperado de https://www.springer.com/us/book/9781441976451
[22] Yang, K. Basic Properties of Mathematical Population Models. Department of Mathematics and Statistics, Arizona State Univer-
sity (2002). Recuperado de http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.9.3382&rep=
rep1&type=pdf
